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GROUPE DE PICARD ET NOMBRES
CARACTERISTIQUES DES VARIETES SPHERIQUES

MICHEL BRION

o . Introduction. De nombreux problèmes de géométrie énumérative concernent
un espace homogène : par exemple les sous-espaces linéaires de dimension donnée
d'un espace projectif, ou les quadriques non singulières . On cherche le nombre de
points de cet espace qui satisfont à certaines conditions. Celles-ci peuvent être, pour
un espace linéaire, d'avoir un contact d'ordre donné avec une courbe ; pour une
conique, de passer par un point ou d'être tangente à une droite . . . Le théorème de
transversalité de Kleiman [Kl1] a pemis de donner un sens à ces problèmes, qui
reviennent à intersecter des translatés génériques de sous-variétés de l'espace homo-
gène G/H. Ensuite, DeConcini et Procesi ont défini le groupe des conditions
C* (G/H), muni du produit d'intersection [DP II] . Dans le cas où G/H est un espace
symétrique (i.e . G est réductif, et H est le sous-groupe des points fixes d'un auto-
morphisme involutif de G), ils ont muni le groupe C*(G/H) d'une structure (naturelle)
d'anneau. Celui-ci est canoniquement isomorphe à une limite d'anneaux de Chow
de compactifications G-équivariantes de G/H . Parmi ces compactifications, baptisées
"variétés symétriques complètes", on en distingue une plus jolie que les autres . Pour
l'espace symétrique des coniques dans le plan, il s'agit de la variété des "coniques
complètes", dont la construction remonte à Chastes . DeConcini et Procesi ont donné
un algorithme permettant de calculer les nombres caractéristiques de cette compacti-
fication canonique X, c'est-à-dire les nombres d'intersection des diviseurs de X [DP
I]. En outre, ils ont décrit l'anneau de Chow (qui coïncide avec l'algèbre de cohomo-
logie) de certaines variétés symétriques lisses et complètes [DP], [DGMP] .

Le groupe des conditions d'une variété de drapeaux généralisée, c'est-à-dire d'un
espace homogène complet G/H, est aussi isomorphe à l'anneau de Chow de G/H ;
ce dernier est bien connu, grâce au "calcul de Schubert". Variétés de drapeaux et
variétés symétriques sont des cas particuliers de variétés appelées sphériques : dans
elles opère un groupe réductif G, dont un sous-groupe de Borel a une orbite ouverte .
La géométrie algébrique classique fournit d'autres exemples de variétés sphériques,
ni symétriques ni homogènes complètes : citons les coniques dans un espace projectif
de dimension n, les variétés déterminantielles . . . Pour tout espace homogène
sphérique G/H, le groupe C*(G/H) est encore muni d'une structure d'anneau,
canoniquement isomorphe à une limite d'anneaux de Chow de G-compactifications
de G/H : en effet la démonstration de [DP II] se transcrit sans changement . Un
problème naturel est donc décrire l'algèbre de cohomologie d'une variété sphérique
(lisse, complète) .
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Le but, bien plus modeste, de ce travail est de décrire les groupe de Picard des
varétés sphériques, et les nombres d'intersection de leurs diviseurs . Pour les variétés
X simples (c'est-à-dire où le groupe G n'a qu'une orbite fermée) D . Luna a introduit
une "carte" aune canonique . Elle est décrite dans la première partie; on peut ainsi
donner quelques résultats sur les singularités des variétés sphériques (lesquelles
généralisent les singularités toriques) . Dans la seconde partie, on montre que le
groupe de Picard de la carte est trivial, et que les composantes irréductibles de son
complémentaire dans X sont des diviseurs localement principaux ; leurs classes
engendrent donc le groupe de Picard de X . On détermine les relations entre
ces classes, ainsi que les sections des diviseurs de Cartier (en tant que G-modules) .
Tout cela utilise la théorie des plongements d'espaces homogènes, due à Luna et
Vust .

Le groupe de Picard des variétés sphériques quelconques est décrit dans la
troisième partie ; comme application, on étend à ces variétés un critère de quasipro ,
jectivité des variétés toriques, dû à Demazure . Dans la quatrième partie sont
déterminés les nombres caractéristiques ; leur calcul est ramené à l'intégrale d'un
polynôme sur un polyèdre convexe, canoniquement attachés à un diviseur ample
sur une variété sphérique . On peut ainsi retrouver des résultats de Schubert sur (par
exemple) les coniques dans P 3 , et expliquer sa "méthode de dégénerescence" dans
le cadre des plongements d'espaces homogènes .

Des méthodes de portée plus générale pour déterminer les nombres caractéristi-
ques de variétés avec action d'un groupe réductif, sont esquissées à la fin de ce travail .
L'auteur reviendra là-dessus ultérieurement .

1 . Structure locale des variétés sphériques simples
1 .1 . Le corps de base k est algébriquement clos et de caractéristique nulle. Soit

X une variété algébrique normale dans laquelle opère un groupe algébrique G,
réductif et connexe ; X est dite sphérique si un sous-groupe de Borel de G a une
orbite dense dans X . Sous cette hypothese, G (et même B) n'a en fait qu'un nom-
bre fini d'orbites dans X (voir [B1], [Vin] ) . Il s'ensuit que pour toute orbite Y de
G dans X, l'ensemble XY , G = {x e X I G x Y} est un ouvert de X, stable par G,
et contenant Y comme unique orbite fermée de G . On peut ainsi recouvrir X
par des variétés sphériques simples (i .e. qui ne contiennent qu'une orbite fermée
de G).

Désormais, on suppose que X est une variété sphérique simple, avec Y pour
G-orbite fermée . Soit XY ,B l'ensemble des x e X tels que B x contienne Y. C'est un
ouvert de X, stable par B, et rencontrant Y suivant l'orbite ouverte de B dans Y ;
on note celle-ci YB . La "carte canonique" XY ,B a été introduite par Luna, qui a
montré qu'elle est affine . On va préciser la structure de XY ,B ; le résultat est une
généralisation directe de [BLV] Lemma 4 .2, et [BP] Proposition 3 .4 .

Choisissons x e X tel que l'orbite ouverte B x soit dense dans X, et notons H le
groupe d'isotropie de x dans G. Le couple (X, x) est un plongement de l'espace
homogène sphérique G/H; pour la description de ceux-ci, voir [LV] et, faute de
mieux, [BP], dont nous utiliserons fréquement les résultats .
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Notons 0 la réunion des diviseurs irréductibles et stables par B de G/H dont
l'adhérence ne contient pas Y Soit P l'ensemble des s e G tels que sA = A; c'est un
sous-groupe parabolique de G qui contient B. On note Pu son radical unipotent .

THÉORÈME. Il existe un sous-groupe de Levi L de P, et une sous-variété Z de X,
avec les propriétés suivantes :

(i) Z est affine, stable par L, et contient x .
(ii) L'opération de P dans X induit un isomorphisme de Pu x Z sur X y , B .
(iii) Le sous-groupe dérivé de L opère trivialement dans Y n Z, qui est l'orbite

fermée de L dans Z .
De plus Xy , B est égal à X\0, et P coïncide avec le stabilisateur de X Y , B , ou encore

de YB .

Démonstration . On aura besoin des deux lemmes suivants (le second est dû à
Th. Vust) .

LEMME 1(généralisation de [BB], th.1). Soit V une variété complète dans la-
quelle opère un groupe réductif connexe F. Si toutes les orbites fermées de F dans V
sont des points fixes, alors le groupe dérivé (F, F) opère trivialement dans V.

Preuve du lemme 1 . Par récurrence sur la dimension de V ; on peut supposer V
normale .

Si dira V =1 et F n'opère pas trivialement dans V, alors V est isomorphe à P',
et F opère comme sous-groupe de PSL(2). La seule possibilité pour F est un tore
maximal de PSL(2); l'énoncé est vrai dans ce cas.

Si dim V > 1, soit x un point fixe de F dans V. Choisissons un ouvert affine U de
V, stable par F et contenant x . Posons F = X\U; c'est un diviseur de V, stable par
F. Par hypothèse de récurrence, (F, F) opère trivialement dans F. Soit x' un point
fixe de F dans F, et U' un voisinage ouvert affine de x' dans V, stable par F. Notons
p: U' U'//(F, F) le quotient. Puisque (F, F) opère trivialement dans le diviseur
F n U', les fibres générales de p sont de dimension au plus 1 . Mais le groupe
serai-simple (F, F) n'a pas d'orbite quasiaffine de dimension 1 ; par suite il opère
trivialement dans V.

LEMME 2. Soit (9 une orbite de B dans une G-variété . Soit Q un sous-groupe
parabolique de G qui laisse stable (9 . Soit M un sous-groupe de Levi de Q. Alors (M, M)
a des points fixes dans (9 .

Preuve du lemme 2 . Choisissons x e (9. Puisque Q • x = B • x, on a : Q = B • Qx où
Qx désigne le groupe d'isotropie de x. Pour tout q e Q, notons q son image dans
Q/Qu (où Qu désigne le radical unipotent de Q) . Alors Q = x donc /Qx =
B/ n x est affine (car B est résoluble) . Comme Q est réductif, il en est de même
de x . Puisque B est un sous-groupe de Bore! de Q, le groupe dérivé de Q est contenu
dans , (voir [BLV] Lemme 3.4). Donc Qx contient un conjugué de (M, M) .

Démontrons maintenant le théorème . Soit X X n'importe quelle complétion
équivariante (normale) de X [Su] . Choisissons une G-orbite fermée Y' dans l'ad-
hérence Y de Y dans X. D'après [BLV] théorème 1 .4, il existe un sous-groupe
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parabolique Q de G, contenant B, un sous-groupe de Levi M de Q et une sous-variété
Z' de X tels que

•

	

Z' est affine, stable par M, et contient x.
•

	

l'opération de Q sur X induit une immersion ouverte de QU x Z' dans X.
•

	

Z' n Y' est un point .

En particulier, Q est égal à G si et seulement si Y' est un point fixe de G .
Comme QU • Z' est un voisinage ouvert B-stable de YB ° , on a : QU • Z' = XY , ,B

XY ,B . Donc XY,B = Q U • ZYnZ',B(,M • On peut remplacer G, B, X, Y, par M, B n M,
Z', l'orbite ouverte de M dans Y n Z', et recommencer l'opération . On obtient ainsi
un sous-groupe parabolique (noté encore Q pour simplifier) avec un sous-groupe
de Levi M et une sous-variété Z' de X comme ci-dessus, telles que tout orbite fermée
deM dans une complétion de Y n Z' soit un point fixe. D'après le lemme 1, le groupe
(M, M) opère trivialement dans Y n Z' . Il existe donc un ouvert affine Z de Z', stable
par M, tel que Yn Z soit l'unique orbite fermée de M dans Z. En fait, Y n Z est
l'unique orbite fermée de B n M dans Z, donc QU • Z est inclus dans XY , B . D'autre
part QU • Z est ouvert, stable par B, et contient YB ; par suite il contient aussi XY,B .
On conclut que l'application canonique de QU x Z dans XY,B est un isomorphisme;
de plus (M, M) opère trivialement dans Y n Z. Ainsi XY ,B est affine, donc son
complémentaire dans X est un diviseur (stable par B). Il s'ensuit aussitôt que
XY,B = X\A .

Montrons maintenant que Q est égal à P. Remarquons d'abord que Q laisse stable
A = X\XY, B , donc aussi 0 = d n G • x; par suite Q est inclus dans P d'où P' c QU .
D'autre part, P laisse stable XY , B donc aussi XY,B n Y = YB . D'après le lemme 2, le
radical de P (noté rad P) opère transitivement dans YB . Mais on a vu que YB
QU x (Z n Y) et que (M, M) fixe Zn Y point par point. Puisque PU c QU, on a
PU = QU d'où P = Q . On voit de même que P est le stabilisateur de YB .

Remarque. On montre de façon analogue le résultat suivant : soit X une G-
variété normale (non nécessairement sphérique) contenant une G-orbite sphérique
Y Choisissons un point y de YB; notons P l'ensemble des s e G tels que s • YB = YB.
Il existe un sous-groupe de Levi L de P, et une sous-variété Z de X tels que:

•

	

Z est affine, stable par L, et contient y .
•

	

L'opération de P sur X induit une immersion ouverte de PU x Z dans X .
•

	

Z n Y est égal à L • y, et le sous-groupe dérivé de L fixe y .

1 .2. Soient U un groupe algébrique, V un sous-groupe fermé de U, et S une variété
dans laquelle V opère régulièrement. On note U *, S le quotient de U x S par
l'opération de V: v • (u, s) _ (uv - ', vs). L'opération de U dans lui-même par transla-
tions à gauche, passe au quotient en une opération de U dans U *,, S .

PROPOSITION. Avec les notations du théorème, il existe un sous-groupe K de L, et
une K-variété Z' sphérique affine avec un point fixe, tels que

(i) K contient le sous-groupe dérivé de L .
(ii) La L-variété Z est isomorphe à L *K Z' .
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Démonstration . Le groupe L a une orbite ouverte dans la variété affine Z, et le
sous-groupe dérivé de L opère trivialement dans l'orbite fermée de L dans Z .
L'énoncé est donc un corollaire immédiat de [L2] .

COROLLAIRE 1 . Les singularités d'une G-variété sphérique, le long d'une orbite de
G, sont rationnelles .

Démonstration . D'après un résultat de H. Kraft (voir [Po] pour une démonstra-
tion) une variété sphérique affine n'a que des singularités rationnelles . Il suffit
maintenant de remarquer que les singularités de X le long de Y sont équivalentes
à la singularité de Z' au point fixe de K .

On va préciser le résultat du corollaire 1 dans un cas particulier, qui fait intervenir
le rang de la G-variété sphérique X: il s'agit de la codimension minimale des orbites
de Bu dans X, notée rg X (On verra plus loin d'autres interprétations du rang) . Il
est immédiat que le rang de Y est la dimension de L/K, et que rg X = rg Y + rg Z' .
Par suite rg Y < rg X si Y X.

Supposons que rg X = rg Y + 1 . Soit y le point fixe de K dans Z'. Notons S le
quotient de l'espace tangent (de Zariski) à X en y, par l'espace tangent à Y en y .
Puisque le groupe K fixe y, il opère linéairement dans S .

COROLLAIRE 2 . Le K-module S est simple, et la K-variété Z' est isomorphe au cône
des vecteurs primitifs de S.

Démonstration. On renvoie à [Kr] pour la définition et les propriétés du cône
des vecteurs primitifs d'un module simple . Soient B' un sous-groupe de Borel de K,
et U' le radical unipotent de B' . Puisque Z' est une K-variété affine sphérique de
rang 1, l'algèbre k[Z]U' (des fonctions régulières sur Z', invariantes par U') est
normale, sans multiplicité pour l'action du tore B'/U', et de dimension de Krull 1 .
Elle est donc engendrée librement par un vecteur propre t de B'/U' . Par suite, il
existe un K-module simple M et une K-immersion fermée de Z' dans M, envoyant
y sur l'origine de M. De plus t est la restriction à Z' d'un vecteur propre de B dans
le dual M*. D'après le lemme ci-dessous, Z' contient le cône C des vecteurs primitifs
de M. Comme k[C] U ' est aussi engendré par t, on a Z' = C . Enfin, le K-module M
s'identifie à l'espace tangent To C en 0 à C, donc au quotient de 7,Z par 7 L/K ;
d'après le théorème 1 .1, il est isomorphe à S = TX/1 Y

LEMME. Soit V une sous-variété fermée connexe du K-module simple M. Si
V est stable par K et contient strictement 0, alors V contient les vecteurs primitifs
de M.

Preuve du lemme . Soit P(M Q+ k) l'espace projectif de M Q+ k (où K opère trivi-
alement sur k). Notons V l'adhérence de V dans P(M U+ k) : alors V rencontre
l'hyperplan à l'infini P(M). Donc U' a au moins deux points fixes dans V. Or
l'ensemble des points fixes d'un groupe unipotent opérant dans une variété complète
connexe, est lui-même connexe . Par suite, U' fixe des points de V\{0} i .e ., V contient
les vecteurs primitifs .
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COROLLAIRE 3 . Soient X une G-variété sphérique, et y un point lisse de X. Il existe
un voisinage ouvert de y dans X, isomorphe au produit direct d'un espace affine par
un tore . La dimension de ce tore est le rang de l'orbite G • y .

Démonstration. Avec les notations de la proposition, on dispose d'une K-variété
Z' avec un point fixe lisse, et une orbite ouverte de K. Donc Z' est isomorphe à un
K-module (voir [L2]). Il s'ensuit que Z L *K Z' est un fibré vectoriel sur le tore
L/K; or un tel fibré est trivial [Sw] .

1.3 Exemple : la variété des complexes. Soient E 1 , . . ., Er+i des k-espaces vec-
toriels vectoriels de dimension finie. Soit X l'ensemble des (u 1 , . . ., ur ) où chaque ui
est une application linéaire de Ei vers et où ui+1 o ui = 0 pour 1 < i < r . La
variété algébrique affine X est la variété des complexes introduite par Buchsbaum
et Eisenbud ([Ke] ).

Le groupe G = H7 GL(Ei ) opère sur X, avec pour orbites les (u 1 , . . ., ur) tels que
le rang de chaque ui soit égal à un entier fixé mi . Toute suite m = (mi, . . ., in,)

d'entiers positifs tels que mi + mi+1 < dim Ei pour 1 < i < r, est la suite des rangs
d'une G-orbite X°(m), dont on note X(m) l'adhérence dans X. A l'aide de [Ke] on
vérifie sans peine que chaque X(m) est sphérique de rang ml = E° 1 mi. Étudions la
structure locale de X(m).

Choisissons une base (e(j», . . ., en j~) de E; on identifie éléments de G ou de
X, et leurs matrices dans cette base . Soit B le sous-groupe de Borel de G,
formé des matrices triangulaires supérieures . Notons y le r-uple de matrices
ni x ni+i

0

Ç 0 1
mi

	

1 . 0

mti

Alors y e X °(m); on vérifie que B • y est ouvert dans X°(m), et que le sous-groupe
parabolique associé P est le produit des

Pi=

mi {

mi

* *
0 •*

0

0

0
0

*

*

0

mi_1

*

* *

*

(On convient que m ° -- mr+i - 0.) De plus, on peut prendre pour L le sous-groupe
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o

0

0
0 o
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où aucun )4!) n'est nul, et A2A1 =

	

= ArAr_ 1 = 0. Par suite, si X(m') contient
X (m), alors X (m' )xo („,), B est le produit d'une variété lisse et de la variété des complexes

où dimFr =ni -mti -mi_1 , et rgv ti <mi-m~.
Les singularités de X(m') le long de X ° (m) sont donc équivalentes à la singularité

en 0 de la variété des complexes ci-dessus . Considérons en particulier les adhérences
d'orbites maximales dans X (m'): ce sont les X(m) avec mti = mti sauf pour un indice
j tel que m, = m; -1 . Le long d'un tel X (m), les singularités de X(m') sont équi-
valentes à la singularité en 0 des matrices (n; - m; - m;_1 , n~+1 - m;+1 - mJ ) de rang
au plus 1 . (Cela peut aussi de déduire du corollaire 2). On décrit ainsi les "dégénére-
scences minimales" des orbites .

Plus généralement, Abeasis, Del Fra et Kraft ont étudié les orbites de G dans
III=1 Hom(E~, E~ +1 ) (voir [ADK] ). Leurs adhérences sont normales, à singularités
rationnelles. Les dégénerescences minimales d'une orbite sont analytiquement équi-
valentes à la singularité en 0 de matrices de rang au plus un . Dans le cas (très
particulier) des variétés de complexes, les méthodes de 1 .1 et 1.2 aboutissent à des
résultats plus précis .

2. Le groupe de Picard des variétés sphériques simples

2 .1 . Pour toute variété algébrique Z, on note Pic(Z) le groupe de Picard de Z,
c'est-à-dire le groupe des classes d'isomorphisme des fibrés en droites localement
triviaux sur Z . Si de plus le groupe algébrique A opère régulièrement dans Z, on
dispose aussi du groupe PicA(Z) des classes des fibrés en droites A-linéarisés sur Z
(voir [MF] 1 .3) . Lorsque Z est normale, et A est affine factoriel, l'application
naturelle de Pic"(Z) dans Pic(Z) est surjective ([K . . . , ] p. 22). Deux linéarisations
du même fibré diffèrent par un caractère de A .

On va déterminer le groupe de Picard d'une G-variété sphérique simple, le groupe
G étant toujours réductif connexe . Il n'est pas restrictif de supposer que G est produit
direct d'un tore par un groupe serai-simple simplement connexe ; alors G est factoriel .
Tout sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique de G est également factoriel .

On conserve les notations de la première partie; en particulier, X désigne une
G-variété sphérique simple, et Y sa G-orbite fermée .
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PROPOSITION. Le groupe de Picard de XY,B est trivial.

Démonstration. Grâce au théorème 1 .1, il suffit de prouver que Pic(Z) = 0 où Z
est une L-variété sphérique affine dont l'orbite fermée est factorielle . Le résultat est
donc un cas particulier du lemme suivant :

LEMME. Soit Z une variété affine normale où le groupe réductif L opère avec une
unique orbite fermée Z' . La restriction de Pic' (Z') à Pic L(Z') est alors injective.

Preuve du lemme (voir aussi [BH] Corollary b.4). Notons k [Z] l'algèbre des
fonctions régulières sur Z, et k(Z) son corps des fractions . Soit 1 un k[Z]-sous-
module inversible de k(Z), stable par L; on suppose que 1©k[Z] k[Z'] est trivial dans
Pic'(Z'). Soit f' un générateur de 1©k[Z] k[Z'] ; c'est un vecteur propre de L .
Puisque L est réductif, et 1 est un L-module rationnel, on peut trouver un vecteur
propre f de L dans 1 tel que f relève f' . L' ensemble des x e Z tels que f engendre
1 en x, est un ouvert stable par G, et contient Z' ; il est donc égal à Z . Cela signifie
que f engendre 1 .

2 .2. Considérons Pic(X) comme le groupe des classes de diviseurs de Cartier
modulo équivalence linéaire; il suit de la proposition 2.1 que Pic(X) est engendré
par les classes de diviseurs à support dans X \XY , B , c'est-à-dire dans 0 . Pour décrire
ceux-ci, on aura besoin de notations de [BP]; rappelons-les brièvement .
Notons B~(G/H) _ l'ensemble des diviseurs irréductibles, stables par B, de

G/H. Soit l'ensemble des vecteurs propres f de B (opérant à gauche) et de H
(opérant à droite) dans le corps k(G) des fonctions rationnelles sur G, telles que
f(1) =1 . Soit ~~ . (resp . £3?JH ) le sous-ensemble de P formé des fonctions régulières
sur G (resp. invariantes par H). Tout D E 2 détermine une valuation discrète
normalisée, invariante par B, du corps k(G/H) ; on la note vD . Soit 'V(G/H) _ 'V
l'ensemble des valuations discrètes normalisées, invariantes par G, de k(G/H). Au
plongement simple X sont associés l'ensemble ~X de ses couleurs (c'est-à-dire des
D E tels que D contient Y) et l'ensemble 'X des valuations provenant des orbites
de codimension 1 de G dans X . Toutes ces valuations se restreignent en des formes
linéaires sur le groupe abélien libre ~H c k(G/H)* . On note C(Q, 'frTX) le cône
convexe engendré par ces formes dans le Q-espace vectoriel V = Hom z(~H, Q).
Enfin, on note (2iYX, "X )1 l'ensemble des f e ~H qui sont annulées par 22YX et X .

L'application qui à une fonction rationnelle f associe son diviseur div(f ), induit
une suite exacte

0-~X*(G)122' -p0

où X* (G) est le groupe des caractères de G, et 722' est le groupe abélien libre sur ~.
Remarquons que pour tout f e (Q, X)l , on a : div(f) E l(2\Q ), et que ce dernier
est le groupe abélien libre sur les composantes irréductibles de \QX .

PROPOSITION. Toute composante irréductible de est un diviseur de Cartier; le
groupe de Picard de X est le quotient de Z(22'\22' X ) par le sous-groupe formé des div(f ),
f e(22', X)l .
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Démonstration . Soit D E L'image réciproque de D par l'application ca-
nonique p: G -* G/H est un diviseur irréductible de G, stable à gauche par B et à
droite par H. La variété G étant supposée factorielle, on peut choisir dans une
équation fD de ce diviseur. Il existe un G-module simple M D , avec un vecteur propre
mD de H dans MD , et un vecteur propre µD de B dans MD, tels que fD(s) = LD (s • mD )
pour tout s e G ([BLV] 2.2). Notons xD l'image de mD dans l'espace projectif P(MD ),
et HD le groupe d'isotropie de xD dans G. La variété XD = G • xD est sphérique (car
HD contient H), projective, et simple (car MD est simple) . De plus le diviseur D est
l'image réciproque de la section hyperplans P() de X D , par l'application naturelle
~p: G/H -+ XD . Montrons que ~p se prolonge à X, ce qui impliquera que D est de
Cartier. D'après [LV] 6.3, il suffit de vérifier que pour toute couleur D' de X telle
que ~p(D') G/HD , l'image ~p(D') est une couleur de XD . Mais on voit facilement
que toute composante irréductible de (G/HD)\B • xD, distincte de ~p(D), est une
couleur de XD . Par hypothèse, D n'est pas couleur de X, ce qui permet de conclure .

Ainsi Pic(X) est engendré par Soit f e k(G/H) telle que div(f) soit à
support dans alors div(f) est stable par B, donc f e ~H• Par suite div(f) _
ZD E2X vD(f)D + ~v E x v(f )XU où XÛ désigne la G-orbite de codimension 1 dans
X, associée à la valuation v e'X . Donc pour que div(f) appartienne à Z(~\~ X),
il faut et il suffit que f e (QX,'X)1 .

Remarques . (i) Supposons que H est d'indice fini dans son normalisateur .
L'espace homogène G/H admet alors un unique plongement complet, simple, sans
couleur X ; on l'appelle le plongement magnifique de G/H (voir [BP] 5 .3 Corollaire) .
Pour celui-ci, on a ~X = 0 et C(2, 'X) = CV(G/H) (le cône convexe engendré
par 'V). Puisque CV(G/H) engendre l'espace vectoriel V, le groupe (~X , X )1 est
trivial. Par suite le groupe de Picard de X est le groupe abélien libre sur 2 .

Le plongement magnifique d'un espace symétrique G/H est sa "compactification
canonique" mentionnée dans l'introduction . DeConcini et Procesi ont déterminé
son groupe de Picard, par des méthodes très différentes des nôtres ([DP I] §7) .
Renvoyons à [V] pour l'étude des plongements des espaces symétriques, et en
particulier pour la description de 2Y .

Plus généralement, si X est une variété sphérique simple dont l'orbite fermée est
projective, alors le groupe de Picard de X est engendré librement par

(ii) Le groupe Cl(X) des classes de diviseurs de X est engendré par u X , avec
pour relations les div(f ), f e ~H . En effet, X contient l'ouvert affine factoriel B • x,
dont le complémentaire a pour composantes irréductibles les éléments de u X ,
i .e. les diviseurs irréductibles et stables par B de X.

On en déduit sans mal que Cl(X)/Pic(X) est un groupe fini si et seulement si les
valuations de 2 X et iX se restreignent en des éléments linéairement indépendants
de V De même, tout diviseur de X est localement principal si et seulement si 2 X ,
'~"X forment une base du groupe abélien libre Hom~(~H,1) . On obtient ainsi une
condition nécessaire pour la lissité d'une variété sphérique . Cette condition n'est
pas suffisante: en effet le cône sur une grassmanienne est une variété sphérique
factorielle singulière.
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2.3. Exemples . Dans [S1] §13, Schubert considère quatre conditions portant
sur un couple de points de l'espace projectif P 3 :
E = les deux points "sont infiniment proches, mais la droite qui les joint est unique-

ment déterminée".
p = le premier point est dans un plan donné .
q = le second point est dans un plan donné.
g = la droite joignant les deux points rencontre une droite donnée .
Une relation importante dans le "calcul de Schubert" est la suivante : E = p + q - g .
Voyons comment cette relation découle naturellement de la théorie précédente.

Soit Gr3 , 1 la grassmanienne des droites de l'espace projectif P 3 . Considérons la
sous-variété X de P 3 x P3 x Gr3 , 1 formée des triplets (a, b, d) tels que la droite d
passe par les points a et b. On peut aussi voir X comme l'éclatement de la diagonale
dans P 3 x P3 . Le groupe G = SL(4, k) opère dans X avec une orbite ouverte, dont
un groupe d'isotropie est

H = {matrices de déterminant 1, de la forme

/* 0 * *\
0 * * *
00** }

et une orbite fermée de codimension 1 . L'espace homogène G/H est sphérique; H
est d'indice 2 dans son normalisateur, et X est le plongement magnifique de G/H .

Le monoïde + est engendré librement par trois éléments p, q, g, dont les poids
par rapport à B sont w3, w3 , W2 (on note wi, W2, (03 les poids fondamentaux de G) .
Par suite est formé de trois diviseurs notés encore p, q, g . Leurs adhérences dans
X sont les images réciproques des sections hyperplanes de P 3, P3 , Gr3 , 1 , par les
projections correspondantes (cela rappelle la preuve de la proposition 2.2) .

On vérifie sans peine que la fonction f = g/pq engendre le groupe et que
v(f) =1 où v est l'unique élément de 'V _ X . Ecrivons que div(f) = 0 dans le
groupe de Picard de X. Puisque f est vecteur propre de B, le diviseur div(f) est à
support dans u 1X = { p, q, g, c} où e désigne l'orbite fermée de G dans X. On a :

o=div(f)=vp(f)p+vq(f)q+vg(f)g+v(f)e= -p-q+g+E

ce qui n'est autre que la relation de Schubert .

2.4. Déterminons maintenant les sections d'un diviseur de Cartier d sur X. On a
déjà rappelé que le fibré en droites associé à d admet des G-linéarisations, et que
deux quelconques d'entre elles diffèrent par un caractère de G . Par suite le groupe
G opère rationnellement dans l'espace H°(X, d) des sections de d; une telle opération
est unique, à multiplication près par un caractère de G .

D'après 2 .2, on peut supposer que d est stable par B. Il lui est associé un élément
fd de 9~+ , unique à multiplication près par un caractère de G (voir 2.2). Définissons
le poids ic(d) comme le caractère de fd en tant que vecteur propre de B; il se trouve
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dans le quotient par X*(G) du monoïde des poids dominants de G, ou encore dans
les poids dominants du groupe dérivé (G, G) de G. Définissons de même le poids
r(f) de tout f e H . Notons (B)H°(X, d) l'ensemble des vecteurs propres de B dans
le G-module rationnel H°(X, d) .

PROPOSITION . Soit d = ~D E

	

nDD un diviseur de Cartier de X, stable par B .
(i) (B)H°(X, d) est l'ensemble des multiples des f e 3" telles que v(f) > 0 pour tout

v E'X u 2i'X, et que v D(f) + nD > 0 pour tout D E

(ii) Le (G, G)-module H°(X, d) est somme directe, avec multiplicité 1, des (G, G)-
modules simples de poids ir(d) + 7c(f ), f e (B)H °(X, d) .

Démonstration . Une section non nulle de d est une fonction rationnelle f sur X,
telle que le diviseur d + div(f) soit effectif. Si de plus cette section est vecteur propre
de B, alors

div(f) _

	

vD(f)D +

	

v(f)X~,
De

	

veKx

avec les notations de la preuve de la proposition 2 .2 . L'assertion (i) s'en déduit
aussitôt.

La restriction de X à G/H induit un G-morphisme injectif de H°(X, d) vers
H°(G/H, d). Soit x le poids de fd par rapport à H; alors H°(G/H, d) est l'ensemble
des 'p e k[G] tels que cp(gh) = x(h)cp(g) pour tous h e H et g e G. L'image de
(B)H°(X, d) dans H°(G/H, d) est formée des produits f •fd où f est comme en (i) ; d'où
l'assertion (ii) .

2.5 . Exemples. Considérons l'espace homogène G/H introduit en 2 .4 ; c'est
l'ensemble des couples de points distincts de P 3. Cette fois-ci, plongeons-le dans
X = P3 x P3 . Avec les notations de 2.3, le groupe de Picard de X est engendré
librement par les diviseurs p et q ; l'unique couleur est g . Soit d = mp + nq où m, n
sont des entiers positifs . On a rc(d) _ (m + n)w 3 et ir(f) = w 2 - 2w3 . On déduit
immédiatement de la proposition 2 .4 que (B)H °(X, d) est l'ensemble des multiples
des f t pour 0 < t < min(m, n) . De plus H°(X, d) est isomorphe à la somme directe
des G-modules simples M~ de plus grand poids . _ (m + n - 2t)w 3 + tw2 , pour
0 < t < min(m, n). D'autre part, le G-module H °(X, d) = H°(P3 x P3 , mp + nq) est
isomorphe à (Smk4 0 Snk4)*, où Smk4 désigne la puissance symétrique m-iéme de k 4 .
On obtient ainsi une "formule de Clebsch-Gordan"

Mmw x0l Mnwl = Smk 4 Q Snk4

	

-~-

	

M(m+n-2t)Nl+tw2
0 < t< min(m, n)

qui se généralise aussitôt à un espace vectoriel kn, n > 2 .
Cette méthode permet également de retrouver la "formule de Pieri" qui décom-

pose le produit tensoriel SE Q M (où E est un k-espace vectoriel de dimension
finie, et M un SL(E)-module simple) en somme directe de SL(E)-modules simples .
Voici une esquisse de démonstration géométrique de cette formule . Notons (E) la
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variété des drapeaux de E, et considérons l'action de G = SL(E) sur X - P(E*) x
~(E). Choisissons une base (e 1 , . . ., en+1) de E, et notons (et, . . ., e 1 ) ) la base duale .
Soit B° (resp. P° ) le stabilisateur dans G du drapeau standard d° ( resp. d e la droite
kei de E*). Le groupe G a une orbite ouverte dans X, dont un groupe d'isotropie
est

* 0 . . .0
H = B° n P° _ {matrices de déterminant 1, de la forme

Le complémentaire de cette orbite est le diviseur irréductible de X formé des couples
(h, d) tels que l'hyperplan h contienne la droite du drapeau d. L'espace homogène
G/H est sphérique ; avec les notations de [BP] 4.1, ses couleurs sont :

51 =

ci =

[wn, xi], S2 = [wn-1, x2],

E n = [w1, - X1]

où xi désigne la restriction à H du i-ième caractère fondamental de B° .
Il n'y a qu'une orbite fermée de G dans X, formée des couples (h, d) tels que h soit

l'hyperplan du drapeau d. L'ensemble 2?YX des couleurs de X est formé de Ci, . . . ,
en-1 . Le groupe de Picard de X est engendré librement par 81, . • . , bn, en ; on remarque
que en (resp . {'5 1, . . ., Sn}) provient de la base habituelle du groupe de Picard de
P(E*) (resp . (E)) . Une base de ~H est formée des fonctions fi = c1 + en ; f2 =
S2 - et + en; • • • ;fn = an -- en_1 + en . On a X = {v} où v(f1) _ -1 et v(f) = 0 pour
2 < i n; en effet le diviseur X\(G/H) est égal à Si + en •

Soit d = En=1 ai 5 + ben un élément de Pic(X), les entiers a i et b étant non négatifs.
Alors (B)H°(X, d) est l'ensemble des multiples non nuls des f = f~ x1 . . .fn xn, avec
v(f)>O;vEt(f)>Opour 1 i<n-l;v,,(f)+a3 Opour 1 j<n,etven(f)+
b>O.Cela signifie quex l >O;xi >Opour 2<i<n;aj -x;>Opour 1 j<n,
et b - x i - - xn > 0. Par suite H°(X, d) est la somme directe des G-modules
simples de plus grand poids

n
aiwn+1-i + bwl - xl(wn + wi) - x2(wn-1 -` wn + wi) - - xn(2w1 - w2) •

i=1

pour0<x 1 <a i , . . .,0<xn
<an,x1+ . . . +Xn <b.

D'autre part H°(X, d) = H°(P(E*) x P(E), ben + E 1 aibi ) est isomorphe à
Mbw1 © Ma 1w„+ +anw 1 .On obtient ainsi la décomposition

. . ., t5n = [wl, xn]'

[mn, x2 - xi], e2 = [(On-1, x3 - x2]' . . ., en-1 = [w2, xn - xi],

Mmw 10Maiw 1+ . . .+a nwn - ~+ Maiw 1+ . . .+a„wn+mw l 'x 1 ( 2w1-w2)-x 2(w 1+wz-w 3)- . . . _xn(w1+w„)
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où la somme porte sur tous les (x 1 , . . ., x n ) tels que 0 < x i < a~ et E7 xti < m. Cette
formule s'énonce plus agréablement en termes de partitions ([Mac] 5 .16).

2.6. Revenons au cas d'une variété sphérique simple quelconque . Rappelons
qu'un diviseur d est dit engendré par ses sections s'il existe un morphisme de X vers
un espace projectif P(E) tel que d soit linéairement équivalent à l'image réciproque
de la section hyperplans de P(E).

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) d est engendré par ses sections .
(ii) d est linéairement équivalent à EDE~\~ nDD, où tous les nD sont positifs ou nuls .X
Démonstration. D'après 2.2, on peut supposer que le support de d est contenu

dans i . Puisque le diviseur d est associé à un fibré en droites G-linéarisable, et que
G XY,B = X, la condition (i) équivaut à : la restriction de d à XY ,B est engendrée
par les sections globales de d. Comme XY ,B est aune, cela revient à dire que la
restriction de H° (X, d) à XY, B contient une fonction inversible . Or l'ensemble des
vecteurs propres de B dans k [XY ,B] est {f e ~H (dv E X u ~X , v(f) > 0} . Le groupe
des éléments inversibles de k [XY ,B] est donc engendré par k* et {f e /H I Vv e

X u Q, v(f) = 0} = (Q'L "P' . D'autre part, la restriction à XY ,B des fonctions
de (B)H°(X, d) est formée des f E (B)k[XY ,B] telles que vD(f) + nD > 0 pour tout
D E

	

Par suite:
d est engendré par ses sections
il existe f E (Q, X)1 tel que vD(f) + nD > 0 dD E \Q
d est linéairement équivalent à ED E ~1~xmDD où tous les mD sont positifs ou nuls .

Pour tout diviseur d = E nDD, notons ~(X, d) l'ensemble des f E p H pz Q telles
que v(f) > 0 pour tout v E X u ~X, et que vD(f) + nD > 0 pour tout D E

C'est un polytope convexe dans l'espace v* _ H Q~ Q; son intersection avec le
réseau ?PH détermine les sections de d. La proposition précédente peut se reformuler
ainsi: d est engendré par ses sections si et seulement si '(X, d) contient l'origine .
Remarquons que '(X, d) est toujours contenu dans le cône dual de C(23x,'x).

THÉORÈME. Soit d un diviseur de Cartier . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) d est ample .
(ii) d est linéairement équivalent à ED E~1~X nDD, où chaque nD est strictement

positif.

Démonstration. (i) (ii) . Le diviseur -EDE ~ 1~X D + pd est engendré par ses
sections pour tout p assez grand . On peut supposer que d = EDE ~ `~X nDD; alors
- EDE ~\~X D + pd = ED E~ `~X (pnD -1)D et on conclut grâce à la proposition ci-
dessus .

(ii) (i) . On dispose d'une section s E H°(X, d), représentée par le point 0
de '(X, d), et dont l'ensemble des zéros est 0. Soit çp : X -> P(H°(X, d)*) le G-
morphisme associé à d. Alors rp (X )\ P (sl) = V est une variété affine, ayant pour
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algèbre des fonctions régulières U= o s-"H°(X, nd) . Le groupe P (défini en 1 .2) laisse
stable V; de plus, ~p envoie X Y, B dans V, et P opère librement dans V ([BLV]
proposition 1 .2) . L'ensemble des vecteurs propres de B dans k [XY,B] (resp . k [ V] )
est {f E,H I dv e C(9, x ) v(f) > 0} (resp. {f e ~H I nf E' (X, d) pour au moins un
entier n > 0} ) . On voit sans peine que '(X, d) engendre le cône dual de C(Q,'x)•
On en déduit que quitte à remplacer d par un de ses multiples, B a les mêmes vecteurs
propres dans k [XY ,B] et k [ V ] . D'après 1.2, il s'ensuit que la restriction de ~p à XY ,B
est un isomorphisme sur V. On conclut grâce au fait que ~p est un G-morphisme, et
que les g •XY, B (g e G) forment un recouvrement affine de X.

2.7. Exemples: les coniques complètes .
(a) Coniques dans le plan projectif.
Les coniques non singulières dans P2 forment l'espace homogène symétrique G/H

où H est le normalisateur de SO(3) dans SL(3) = G . L'ensemble est formé de deux
éléments 2 et µ, de poids respectifs 2w 1 et 2w 2 . On peut les voir comme les conditions
pour une conique de passer par le point fixe de B dans P2 (resp. IY" 2 ). Soient f,, fµ
les générateurs de ~+ associés à 2 et µ. Une base de p~H est formée de f~fµ1 et
f2f~-1, qui engendrent le cône dual de CV(G/H) .

Considérons le plongement magnifique X de G/H ; c'est l'espace des coniques
complètes . Le groupe de Picard de X est engendré librement par 2 et µ. Les diviseurs
amples sur X sont les m2 + nµ avec m, n > 0 . Le poids de d = m2 + nµ est égal à
2(mw 1 + nw2 ) . On voit sans mal que le polyèdre ir(d) + ~(X, d) a pour sommets 0,
(2m + n)w 1, (m + 2n)w2 , 2(mw 1 + nw 2 ), d'où la détermination des sections de d
grâce à 2 .4 .

A l'aide de [V], on peut généraliser cette description à tous les espaces symétri-
ques, et retrouver les résultats de [DP I] §7 et 8 .

(b) Coniques dans l'espace projectif P', l > 3 .
Cette fois, on a affaire à l'espace homogène G/H où G = SL(l + 1) et où H est le

sous-groupe de G formé des matrices

avec A une similitude orthogonale .

L'ensemble est formé de trois diviseurs que Schubert désigne par µ, v, p ([Scl]
§20). Les duaux de leurs poids sont respectivement w 3 , 2w2, 2w1 . Ils représentent
les conditions suivantes pour une conique :

•

	

son plan rencontre un P' 3 .
•

	

elle coupe un P' 2 .
•

	

elle est tangente à un P' 1 .

(On note pm un sous-espace linéaire de dimension m dans P 1 ) . Soient fµ , fv ,fP les
générateurs de + . Une base de PP' est formée defPfv1 etf2fp 1fµ 2 , qui engendrent
le cône dual de CV(G/H).
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Le plongement magnifique X de G/H est un fibré ayant pour base la grassmanienne
des plans de P', et pour fibre les coniques complètes dans P 2 . Son groupe de Picard
est engendré librement par µ, v, p. Dans X se trouvent deux diviseurs stables par
G, notés b et ri par Schubert (8 est formé des coniques dégénérées en deux droites,
et ri des coniques dont la duale dégénère en deux droites) . En écrivant que
div(f2fy 1 ) = 0 = div(f2fP1fµ 2 ), on obtient les relations 2 p - v = b et 2v - p -
2,u = q ([Sc1] §20). Soit d = mu + nv + rp un diviseur ample. Les poids des sommets
de 7c(d) + ~(X, d) sont les duaux de ((2r + 4n + 3m)/3)w 3 ; ( 2r + n)o 1 + (n + m)w 3 ;
2rw 1 + 2nw2 + mw 3 ; ( r + 2n)w 2 + mw 3 .

3. Le groupe de Picard des variétés sphériques générales
3.1 . On va étendre les résultats de la deuxième partie au cas d'une variété

sphérique non nécessairement simple. Un tel objet étant obtenu par recollement de
variétés sphériques simples, la situation n'a rien d'original par rapport aux variétés
toriques (pour celles-ci, une référence complète est [0] ). En conséquence, les démon-
strations seront abrégées ou laissées au lecteur .

SoitX une variété sphérique. Pour toute orbite Y de G dans X, notons x , r (resp .
2'x , Y ) les valuations invariantes par G (resp . les couleurs) du plongement simple
Xy,G = {z e X I Y c G • z}. Posons x= Ur x, r et ~x = U r Il est clair que
tout diviseur de Weil sur X est linéairement équivalent à un diviseur stable par B;
le groupe des classes de diviseurs de X est engendré par 9 u x , avec les relations
div(f ), f E H.

Pour tout v e ix , notons XU la G-orbite de codimension 1 associée à v . La
démonstration de la proposition suivante est immédiate .

PROPOSITION . Soit d = EU E x n~XÛ + EDE nDD un diviseur de Weil, stable par
B. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) d est un diviseur de Cartier.
(ii) Pour toute orbite Y de G dans X, l'application de x , Y u Q, Y vers Z qui

à v associe nU , et à D associe nD , se prolonge en une forme linéaire sur le cône
C(~X, y,'x,1).

Posons pour simplifier Cx, r = C(Q, r, 'x, r) et Cx = U r Cx,Y (la réunion portant
sur toutes les orbites de G dans X) . A chaque diviseur de Cartier d, stable par B, est
associée une fonction 1d sur Cx , à valeurs dans Q . Cette fonction prend des valeurs
entières sur 2xu 'x, et est linéaire sur chaque cône Cx , Y . De plus

d =

	

ld(v)Xv +

	

1D (vD)D +

	

nDD .
vEVX

	

DEUX

	

Des ~x

On en déduit sans mal le résultat suivant.

THÉORÈME. Par passage au quotient, l'application d --~ 1d définit une suite exacte

fonctions sur Cx , à valeurs

0 -~	 Pic(X)

	

entières sur 9x u x, linéaires sur tout Cx,Y	 _, 0
C1

	

{restrictions à C des éléments de /x

	

x

	

}
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3.2. Dans le cas particulier où la variété X est sans couleur (i.e ., 2i'X est vide) et
où H est d'indice fini dans son normalisateur, la suite exacte du théorème précédent
s'interprète de façon agréable. Soit P le stabilisateur de l'orbite ouverte de B dans
X. D'après [BP] Proposition 3 .4, on peut choisir un sous-groupe de Levi L de P,
et une sous-variété Z de X, stable par L, tels que:
•

	

l'application naturelle de Pu x Z dans X induit un P-isomorphisme de Pu x Z
sur X\4.

•

	

le groupe dérivé de L opère trivialement sur Z.
Il s'ensuit que Z est un plongement du tore L/L n H. L'éventail qui lui est associé
s'identifie à la décomposition de CX en les cônes CX , r ([BP] §2).

On dispose d'autre part du plongement magnifique X de G/H ; il existe un unique
morphisme de plongements ~p : X -~ X. Notons i l'inclusion de Z dans X.

PROPOSITION . La suite 0 --> CX -> Pic() Pic(X) `~ Pic(Z) -+ 0 est exacte, et
correspond à la suite exacte du théorème 3.1 .

Démonstration . D'après 2.2, le groupe de Picard de X est canoniquement iso-
morphe à Z~. Il est clair que la flèche 12/C' -+ Pic(X) provient de ~p* . En outre,
puisque X est sans couleur, l'application qui au diviseur de Cartier d associe 1d , n'est
autre que la restriction à X\z Pu x Z. Mais Pic(P" x Z) Pic(Z) s'identifie au
terme de droite dans la suite exacte du théorème 3.1([0] Proposition 2.1).

Les "variétés symétriques" de [DP II] ne sont autres que les plongements sans
couleur des espaces symétriques ; les résultats précédents permettent donc de décrire
leur groupe de Picard .

3.3 . Revenons au cas d'une variété sphérique quelconque X . Soit d
EVE X nUXU + EDE ~ nDD un diviseur de Cartier sur X . On définit son poids par
rc(d) = EDE~ nD t(D). La proposition 2 .4 se généralise aussitôt en la

PROPOSITION . (i) H°(X, d) est l'ensemble des multiples des f e PY' telles que
f + l d > 0 sur CX , et que vD(f) + nD > 0 pour tout D E 2\Q.

(ii) Le (G, G)-module H ° (X, d) est somme directe, avec multiplicité 1, des (G, G)-
modules simples de poids ic(d) + it(f), fe H°(X, d) .

Notons '(X, d) l'ensemble des f e gH p~ Q telles que f + ld > 0 sur CX , et que
VD(f) + nD > 0 pour tout D E

THÉORÈME. (i) d est engendré par ses sections si et seulement si

•

	

la fonction ld est convexe, et
•

	

nD > l d (vD) pour tout D E

(ii) d est ample si et seulement si

•

	

la fonction ld est strictement convexe, et
•

	

nD > ld (vD) pour tout D E

(Les démonstrations sont analogues à celles de 2.b).
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COROLLAIRE . Pour une variété sphérique quelconque X, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) X est quasiprojective .
(b) Il existe une fonction sur CX à valeurs dans Q, strictement convexe, et linéaire

sur chaque CX,Y .

Ce corollaire permet de construire facilement des variétés sphériques complètes
non projectives de rang 2 (rappelons que toutes les variétés toriques de rang 2 sont
quasiprojectives, et renvoyons à [0] p. 84 pour un exemple de variété torique
complète non projective de rang 3). Prenons par exemple G = SL(3, k) et H =
SL(2, k) (le groupe H est le stabilisateur d'un point p de k 3 et d'une forme linéaire
f sur k 3, tels que f (p) 0) . La figure ci-dessous représente les valuations et les
couleurs de l'espace homogène sphérique G/H (voir [Pa] ) .

Les cônes engendrés par D1 , V 1 ; v l , v 2 ; D2 , v2 définissent un plongement complet
X de G/H ([BP] 2.7). Il est clair qu'il n'existe aucune fonction linéaire sur chacun
des trois cônes, et strictement convexe ; donc X n'est pas projective .

4. Calcul des nombres caractéristiques
4.1 . Soit X une variété sphérique projective de dimension n . Dans cette partie,

on va déterminer les nombres d'intersection D1' . . . Dr r où D1 , . . ., Dr sont des
diviseurs de Cartier sur X, et a 1 , . . ., ar des entiers positifs de somme n . Remarquons
que le cône de Pic(X) Q~ Q formé des classes des diviseurs amples, est ouvert dans
Pic(X) p~ Q (cela résulte facilement de 3.3) . Par conséquent, les nombres d'intersec-
tion sont déterminés par les valeurs de dn pour tout diviseur de Cartier ample d . On
va exprimer les dn par une formule intégrale, qui fait intervenir quelques notations
supplémentaires .

Soit T un tore maximal de B; notons R le système de racines de (G, T), et R+
l'ensemble des racines de (B T) . On identifie p~H à un sous-groupe du groupe X*(T)
des caractères de T; en effet chaque élément de PY' est déterminé par son poids par
rapport à B. Du même coup, ~(X, d) est identifié à un polyèdre convexe dans
X * (T) p Q. Puisque d est ample, ~(X, d) engendre g,H Q Q. On note E l'ensemble
des racines positives et orthogonales à ic(d) + ~(X, d).
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THÉORÈME . Le degré de tout diviseur ample d est donné par

dn = n! Ç

	

r~(~c(d)+2)d2
8(X, d)

où ~p(2) = HŒER+ \E (2, a) (p, a)
_1 ,

et où d2 est la mesure de Lebesgue sur g H ®z
normalisée de façon que la maille du réseau ~H soit de volume 1 .

Démonstration. Pour q assez grand, la caractéristique d'Euler de qd est un
polynôme en q, dont le terme dominant est (n!) -1 dngn [Kl 2] . Puisque d est ample,
on a H`(X, qd) = 0 pour tout i > 0 et tout q assez grand, donc la dimension de
H°(X, qd) a pour terme dominant (n!)-1 dngn . Mais d'après la proposition 3 .3, le
(G, G)-module H°(X, qd) est la somme directe des (G, G)-modules simples de plus
grand poids grc(d) + 2, où 2 décrit /H n (6?(X, qd) _ H n q(X, d). En notant 'b(2)
la dimension du (G, G)-module simple de plus grand poids 2, on a donc

n
1 lim

	

(q (d) + 2)n

	

~n . q q- Œ) )E3»HngÇ (X,d)

Écrivons b = E m> ° ~m' où chaque Fm est une fonction polynômiale de degré m .
On a

E °~Hnq`~(),d)

q

	

?m(1C(d) + /4 ^' qm w

	

)m(rc(d) + µ) du
u e (1/q)»Hr Ç (X,d)

	

~'(X,d)

où l est la dimension de ~(X, d), c'est-à-dire le rang de la variété sphérique X.
On sait que J(2) = 11a ER+ (1 + (2, a) (p, a)_ 1 ) donc chaque ~ m prend des valeurs

non négatives sur 7c(d) + ~(X, d) (qui est formé de poids dominants), et le terme de
plus haut degré qui contribue à la somme des F m , est égal à IIe e R+ \E ( 2 ' a) . (p, a)-1
çp(2). Le théorème en résulte aussitôt .

4.2. Pour simplifier, supposons que X est sans couleur. Essayons de préciser
l'énoncé du théorème ci-dessus, pour aboutir à une méthode de calcul des nombres
caractéristiques .

Comme en 3 .2, soit P le stabilisateur de l'orbite ouverte de B dans X . C'est un
sous-groupe de G, qui contient B ; il est donc déterminé par l'ensemble 1 des racines
simples a de R+ , telles que - a soit racine de P . Notons R r le sous-système de racines
de R engendré par 1 .
Remarquons que E = R~ . En effet on déduit de [BP] 2 .9, que toute racine de R I

est orthogonale à eH. En outre d est stable par P, donc toute racine de R I est aussi
orthogonale à 7c(d); donc R j est inclus dans E . Enfin, le cardinal deR+\E est le degré



de (p, c'est-à-dire n - l d'après le théorème 4.1. Mais on a, avec les notations de 3 .2:
n = dim X _ dim(P" x Z) = card(R + \RI ) + l, donc card(R+\E) = card(R + \RI ) .

Il faut intégrer le polynôme (p sur le polyèdre convexe '(X, d). Cela se fait en trois
étapes :

(i) On décompose ~'(X, d) en simplexes .
(ii) On écrit (p comme somme de puissances de formes linéaires .
(iii) L'intégrale d'une puissance d'une forme linéaire sur un simplexe se calcule

par une formule explicite .
(Puisque tout polynôme est somme de puissances de formes linéaires, on a ainsi une
méthode pour calculer l'intégrale des polynômes sur les polyèdres) .

Les deux lemmes suivants permettent de réaliser les étapes (ii) et (iii) .

LEMME 1 . Soit W (resp. WI ) le groupe de Weyl deR (resp . R I). Posons N = card R +
et NI = card R1 ; Alors

(N - N1)! fl (), a)' (P, a) -1 ' fl (µ, a) _

	

c(w)(w2, µ)
N_NI

fl (µ, wa) .
aeR+\RI

	

aeR+

	

weW/WI

	

aeR

pour tout 2 orthogonal à 1, et tout µ .

Démonstration. Traitons d'abord le cas où 1 est vide : il faut montrer que

(*)

	

N! fl (2, a)' (µ, a)' (p, a)-1 =

	

c(w)(w2, µ)NN
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aeR+

	

weW

Remarquons que le membre de droite est un polynôme de degré N en 2 et µ,
symétrique, et qu'il s'annule lorsque 2 est orthogonal à une racine . Il existe donc
une constante c telle que

N! fl (2, a)' (µ~ a)' (p, a) -1 =c
aeR+

	

we W

Mais EwE yyc(w)w(e) = ITaER+(eta/2 - e-ta~2 ) où t est une indéterminée . Con-
sidérons le coefficient de t" dans cette identité: il vient

N!-1

	

E(w)w(p)N = 1-1 a
weW

	

aeR+

d'où

e(w)(w(p), µ)N = N! J] (µ, a) .
weW

	

aeR+

En prenant 2 = p, on conclut que c =1 .
Traitons maintenant le cas général . On sait que

N! J] (2 + P, a)' (µ, a)' (P, oc)' =

	

e(w)(w(2 + p), µ)N •

e (w) (w2, ,4N .

aeR+

	

weW
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Si de plus 2 est orthogonal à I, le membre de gauche est un polynôme en 2, de
degré N - NI , et de terme dominant

N! fl (2, a)' (P, a) -1 ' fl (µ, a) _ N

	

e(w)(w2, P)N-" ' , (wp, µ)NI •

aER+\RI

	

aER+

	

NI weW

Or
e(w)(w2, µ)"-"I(wp, su)"

weW

e(wl) (w1 2, p)"-NI ~, e(w2) (w1 w2P,
w i eW/WI

	

weW2

e(wl)(w1 2 , p)"-"l ' N1! fl (P, a)' (w1 1 /l, a)' (PI, a)-1
w l eW/WI

	

aeR+l

(on applique l'identité (*) au système de racines RI ) .
Puisque (p, a) _ (pi , a) pour tout a e RI , on a

e(w) (w2, µ)"-"I(wp, p)" = NI !

	

e(w) (w2, µ)N-N I fl (µ, wa) .
wEW

	

weW/W I

Le lemme 1 s'en déduit immédiatement .

COROLLAIRE .

(N -- N1)! fl (2 , a)' (P, a)-1 =

	

e(w)(w2, p)'"

	

# j

	

(P,
a e R \R1

	

w e WI

	

a e R \w(RI )

où W 1 est l'ensemble des w e W tels que w(1) c R+ .

Démonstration . On sait que W1 est un système de représentants de W/W1 .
Substituons p à µ dans le lemme 1 : on obtient

(N - N,)!

	

(2, a)' (p, a)-1 =

	

e(w)(w2, P)" -"I fl (P, wa) JJ (P, a) -1 .
aeR+ RI

	

WEWI

	

ŒER~

	

aeR*

De plus, puisque w(Rfl c R+ pour tout w e WI, on a

fl + (P, wa)' fl(P,
a)-1 =

fl ( P, a) -1
aERj

	

aeR

	

aeR \w(R I)

aGRÎ

LEMME 2 . Soit [a 0 , . . ., a1 ] le simplexe de sommets a 0 , . . . , al dans un espace affine
réel A de dimension l. Soit f une application affine de A vers ! . Alors

=	alJ h

	

a 1
vol[ .ao

.,.
. • • ~	

l

	

p(f( 0), • • •,
f(at))l'Eao	a1]

fp dm
l!
(p + ) (p + )

où dm est la mesure de Lebesgue sur A, et où h 1(x 0 , . . ., x1 ) est la somme de tous les
monômes de degré p en x0 , . . ., x 1 .



Démonstration. Par récurrence sur l . Pour l =1, on a :

j'
a i

a o

l'Eao	all

(ua1 + v)p+1 - (ua0 + v)p+1 a 1 - a0 f(a1)1 - f (a
(ux + v)p dm =

fpdm=

fpdm

al - a0
p+1

GROUPE DE PICARD

p(f(a0), f(a1)) •

u(p + 1 )

	

p + 1

	

f(a1) - f(a0

(f0 + (fl - f0)xl + . . . + (J1 - f0)xl)p dx 1
[a o , . . . , a i ]

r (p + 1)(f1-- f0)-1(f0 +(f1 - fo)x1 + . . .
a[ao, . . .,ai]

+ (f -f0)xl)p+1
dx2 n . . . n dx i

p+1

Supposons que le lemme 2 est vrai en dimension l -1 . Choisissons des coor-
donées x 1 , . . ., x, sur telles que a0 , . . ., a l soit le simplexe "standard", de sommets
(0, . . ., 0), (1, 0, . . ., 0), . . ., (0, . . ., 0, 1). Posons f (a) = f pour 0 < i < l. On doit
calculer

n • • • n dx,

d'après la formule de Stokes. Mais la forme dx 2 n n dx l est nulle sur toutes les
faces du simplexe, excepté sur celles d'équations x 1 = 0 et x 1 + + x i =1. Grâce
à l'hypothèse de récurrence, on a

J[a0	ai]

1
(p

+ 1
)(fi -fo)(p

+ 2
) • • • (p

+ l
)
(hp+1(fi,
...,f,) -

hp+1(fo,
...,f,))

1	
h

(p +1

	

(fo~ . . .,f) •
) . . . (p + l)

(On utilise le fait que le volume du simplexe standard de dimension l est (l!) -1 )
En assemblant tous ces morceaux, on aboutit à l'énoncé suivant :

PROPOSITION . Soit a0 , . . ., ai un simplexe obtenu par subdivision de ~(X, d). Sa
contribution au degré de d est égale à

il! vol[a0 , . . ., a,] e0!
. . .

e,! fl (
[J (ai, a)

11 (p, a)

	

R+\R 1=Eou . . . vE l

	

i=0 a e E;
aeR+

417
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où la somme porte sur toutes les partitions de R+\R I en (l + 1) sous-ensembles de
cardinaux e 0 , . . ., e 1 .

Démonstration . Cette contribution est égale à

n!

	

'p(.) d) = (N - NI + l)!

	

fl (~, a)(p, a)-1 d)
[a0	a1]

	

[a0	a,] aeR +\RI

(N - NI + l)!(N -- Ni)! -1

	

e(w) fl (p, a) -1
weW1

	

«eR+\RI

(d'après le lemme 1)

(N - NI + l)!

	

_ 1

	

l! vol[a0 , . . .,	 ai]
e(w) fl

	

--(N N1)! weWI

	

«ERS

	

(N Nj + 1) . . .(N Nj + l)

hN-NI ((wa0, p), . . ., (wai, l))

(d'après le lemme 2)

l! vol[a 0 , . . ., al ]
~

	

e(w) f+ (p, wŒ) hN_NI((wa0,
p),

. . ., (wal,
p)) .

11 (p,Œ)

	

WEWI

	

«ER I
aER+

Mais on a

(N - NI)! fi (ao + . . . + a i , a) =

	

e(w) fi (P, wŒ) (w(a0 + . . . + a 1 , l)N-NI,

aER+\RI

	

weW'

	

aERt

Soient e0 , . . ., et des entiers positifs ou nuls, de somme N - NI . Le terme de
multidegré (e 0 , . . ., e1 ) dans l'identité ci-dessus est

1

(N - N1)!

	

fi fi (ai, a)
R+\RI=Eou . . . vEi i=0 « EE ;

(N-NI)!
E(w) f (p, wa) fi (wai, P) ; .

e0 . . . . e 1 ! w e WI

	

a ER+I

	

i=0

Puisque hN_NI(x 0 , . . ., x1 ) est la somme des monômes xo . . . xi pour e0 +

	

+ e1 =
N - NI , la proposition s'en déduit aussitôt .

j'[ao	a1]
(w2, p)

N_NI
d2
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Remarques . (i) Les ati étant des poids dominants, la proposition exprime le degré
d'un diviseur ample comme somme d'entiers non négatifs, et se prête donc au calcul
numerique .

(ii) Pour toute fonction polynomiale F, homogène de degré p, posons

P

(TI 1F) (ao , . . . , al) _ ( p!)-1

	

et	 F(a oTo +

	

+ a
1
T ),

eo+ . . . +e 1 =p a To . . . Ô T

où T0 , . . ., T sont des indéterminées. Puisque II I est linéaire et que

(fl1f")(ao, . . ., a l ) = hp(f(ao), . . ., f(al))

pour toute forme linéaire f, on a

aiF(2) d2 =

l! vol[ao , . . ., al] II F a+
1

	

+
l

( l )( o~
[ao , . . .,]

	

(p

	

) . . . (p

	

)
. . .,a1 ) .

On peut ainsi démontrer la proposition sans avoir recours au lemme 1 . Cependant,
celui-ci a une interprétation géométrique, qui sera expliquée en 4 .5 .

4.3. Exemples
(a) Plongements toriques. Lorsque G = T est un tore, et que H = {1}, le théorème

4.1 donne, pour tout plongement projectif X de T et tout diviseur ample d sur X

d" = n! vol ~(X, d) .

Ici, le polyèdre '(X, d) se trouve dans X(T) Q~ E, où X(T) désigne le réseau des
sous-groupes à un paramètre de T. Ce résultat est bien connu ([0], Corollary 2 .23) .

(b) Variétés de drapeaux . Soit Q un sous-groupe parabolique de G, tel que BQ
soit ouvert dans G; on considère la variété X = G/Q . A cause de la décomposition
de Bruhat, c'est une variété sphérique de rang 0 . Le sous-groupe parabolique associé
P est opposé à Q. Soit MÂ un G-module simple de plus petit poids -2, contenant
une droite dont le stabilisateur est Q . Avec les notations de 4 .2, on voit sans mal
que R I est l'ensemble des racines orthogonales à 2, et que le degré de X dans P(M)
est

(N - Ni)! fl (2, a)' (p, a) -1 .
a e R+\R I

Par exemple, prenons pour X la grassmanienne des sous-espaces de dimension
d de

	

On trouve que le degré du plongement de Plücker de X est égal à

[(d + 1)(n - p)]! 1!2! . . .p!

n ! (n -1)! . . . (n - p)!

	

.

Ce résultat est dû à Schubert ([Sc 2] et [Sc 3] ).
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On voit aussi que le degré de la variété des drapeaux de G, plongée dans P(M~),
est N! dim M~_P pour tout poids dominant régulier À . Bien sûr, ces formules se
démontrent par d'autres méthodes, grâce à la détermination de l'anneau de Chow
de G/P, ou à l'action d'un tore maximal de G. On reviendra là-dessus en 4 .5 .

(c) Coniques complètes . Afin de tester les méthodes de 4.1 et 4.2 dans un
cas simple, retrouvons les nombres caractéristiques des coniques complètes
(voir par exemple [Sc 1] §20) . Avec les notations de 2.7, il s'agit de calculer
(m2 + n,u) 5 . Le polygone convexe '(X, m2 + nµ) a pour sommets 0, (2m + n)w i ,
(m + 2n)w 2 , 2(mw1 + nw2 ) . La contribution du triangle de sommets 0, (2m + n)co 1 ,
2(mw 1 + nw2 ) à (m L + nµ) 5 est, d'après la proposition 4.2 :

i [(2m + n)w 1 A 2(m + n)w2]

x [3!(2mw 1 + 2nw 2 , a)(2mw1 + 2nw 2 , fi)(2mw 1 + 2nw 2 , a + fi)

+ 2!((2m + n)w 1 , a)(2mw1 + 2nw 2 , f3)(2mw1 + 2nw 2, a + fi)

+ 2!(2mw 1 + 2nw2 , ci) (2mw 1 + 2nw2 , f3)((2m + n)w 1 , a + fi)

+ 2!((2m + n)w 1 , ci) (2mw 1 + 2nw 2 , fi)((2m + n)w1 , a + fi)]

n(2m + n) [24mn(2m + 2n) + 4n(2m + n)(2m + 2n) + 8mn(2m + n)
12

+ 4n(2m + n) 2]

=n2(2m + n)(8m 2 + 8mn + n2 ) .

De même, la contribution du triangle de sommets 0, (m + 2n)w 2 , 2(mw1 + nw 2 ) est
m2(m + 2n) (m 2 + 8mn + 8n 2 ).

On obtient finalement

(m2 + nµ) 5 = m5 + 10m 4n + 40m 3n2 + 40m 2n3 + lOmn4 + n 5

c'est-à-dire À5 _ µs =1; )4i _ )µ4 = 2, ) 3u2 = zµ3 _ 4 comme il se doit .

4.4 . On peut également retrouver, par exemple, les nombres caractéristiques des
coniques dans P 3 . Cependant, il semble plus intéressant de suivre dans ce cas la

éthode de dégénerescence" employée par Schubert, Zeuthen . . . . En voici le
principe : dans une G-variété (lisse) X, considérons un diviseur irréductible G-stable
Y (appelé par Schubert "condition invariante simple") . Si D1 , . . ., Dr sont des
diviseurs sur X, le nombre d'intersection D1' . . . Drr Y se détermine uniquement sur
Y. La variété Y est plus accessible que X, dont elle représente une "dégénerescence" .
On obtient ainsi des relations entre nombres caractéristiques de X .
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Dans notre cas, X est une G-variété sphérique (disons simple, sans couleur et lisse)
de rang l. Alors Y est une G-variété sphérique, simple, sans couleur et lisse, de rang
l -1 (voir [BP] §3) . Les groupes de Picard de X et de Y sont munis de bases
canoniques, formées par les diviseurs irréductibles B-stables (voir 2 .2). Si l'on
connaît la restriction de Pic(X) à Pic(Y), et les nombres caractéristiques de Y, on
en déduit tous les monômes de la forme Dd'm r Y. Il faut encore exprimer les classes
des diviseurs irréductibles G-stables de X, dans le groupe de Picard de X. Cela se
fait en écrivant (avec les notations du §2) E v E x v(f )X~ + ~ D E vD(f)D = div(f) _
0 dans Pic(X), pour tout f e ~H.

Traitons par exemple le cas de la variété X des coniques complètes dans P 3 , avec
le diviseur Y = i (notations de 2.7). Les points de Y sont les coniques dégénérées
en deux points sur une droite, avec un plan contenant cette droite . La variété Y est
le plongement magnifique de G/H, où G = SL(4) et H est l'ensemble des matrices
de la forme

* * où A est dans le normalisateur du tore standard de GL(2) .
0 *

Le groupe de Picard de Y est engendré librement par D 1 , D2, D3 de poids respectifs
20 3 , w 2 , cor . Pour le diviseur ample D = a 1 D1 + a2D2 + a 3 D3 , le convexe t(D) +

'(Y, D) est l'intervalle [(a1 + a2 )w2 + a3w1 ; 2a 1w 3 + a2w2 + a 3w 1 ] . On le para-
mètre par t -+ 2tw 3 + (a 1 + a 2 - t)w2 + a 3w 1 , 0 < t < a 1 . Avec les notations de
4.2, on a 1= Q et R+ _ {a i , a 2 , a 3 , a i + a2, a2 + a3 , a i + a2 + a 3} . Le degré de
D est donc

a l t
D'=7!

	

2t(a 1 +a 2 - t)a 3(a 1 +a 2 + t)(a 1 +a 2 +a 3 - t)(a 1 +a 2 + a 3 + t) 12
0

et on trouve

D' - 35(2a6a3 + 12a1a 2a3 + 6aia2 + 30a1a2a 3 + 30a1a2a3 + 3a1a3

+ 24a1a2a 3 + 36aia2a3 + 12a1a 2a3 + 6a1a2a 3 + 12a1a2a3 + 6a1a2a3) .

D'autre part, la restriction de p (resp . µ, v) à Y est égale à D1 (resp. 2D3 , D2 ) ; en
effet il suffit de considérer les poids de ces diviseurs . Par suite ~(a 1 p + 2a 2 v + a 3µ)' _
D', c'est-à-dire

et les autres monômes sont nuls. On vérifie ainsi les résultats de [Sc 1] §20 .

r~p 6µ = 10 ; i,p 5uv = 20 ; i p 5 u 2 = 10 ; r~p 4µv2 = 40 ;

r~p 4µ 2v = 20 ; r~p 4u3 = 3 ; r~p 34uv3 = 48 ; r~p 3/12v 2 = 24 ;

r~p 3µ 3v = 6 ; rjp 2µv4 = 32 ; rjp 2u2v3 = 16 ; ! p 2 ~u 3 v 2 = 4
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4.5. Commentaires et généralisations possibles . Soit X une variété algébrique
lisse munie d'une opération du groupe multiplicatif k* avec points fixes isolés . On
dispose de résultats reliant la cohomologie de X et les points fixes de k* . En
particulier, si L est un fibré en droites k*-linéarisé sur X, le degré de L est la somme
sur les points fixes pl> . . .> Pr' des nombres (dét A)-1

naira x où

•

	

ni est l'entier tel que l'action de t e k* sur la fibre de L en p i , soit la multiplication
par t" .

•

	

Ai est l'endomorphisme de l'espace tangent en p i à X, provenant de l'action
infinitésimale de k* . (Voir [Boit]).

Lorsqu'on applique ce résultat à la variété G/P, où l'action de k* est donnée par
un sous-groupe à un paramètre µ de T, l'ensemble des points fixes (pour µ générique)
est W1 • x (avec les notations de 4.2) . Si L = L~ est le fibré en droites associé
au caractère ) de P, on a dans l'énoncé précédent : nw = (w2, u) et dét Aw -
E(w) Ha E R+\w(R1) (a, µ) pour tout w e W'. Par suite, le degré de L est

e(w)(w2, p)NrN'

	

I1

	

(µ, a)
w E WI

	

a E R+\w(R I )

En comparant avec le résultat de 4.3 b), on retrouve l'identité du lemme 1 . (Voir
[AC] et ses références pour l'étude de l'anneau de Chow de G/P par cette méthode) .

Plus généralement, si X est une variété projective lisse où le groupe réductif G
opère avec un nombre fini d'orbites, tout tore maximal de G n'a qu'un nombre fini
de points fixes dans X ([DP I] Proposition 7.2). On peut donc déterminer les
"nombres caractéristiques" de X grâce à la formule de Bott rappelée ci-dessus . Cette
méthode doit s'appliquer par exemple au schéma de Hilbert des cubiques gauches,
étudié dans [PS] . Elle fonctionne également pour les variétés sphériques projectives
lisses. Mais pour celles-ci, il semble plus efficace de procéder comme en 4 .1 et 4 .2 .
En eefet, on n'a pas besoin de supposer que X est lisse et (plus sérieusement) on sait
peu de choses sur les points fixes d'un tore dans une variété sphérique (voir
cependant [DP I] §7 et [DS] §2 pour le cas des compactifications magnifiques des
espaces symétriques).

Voici une autre approche possible pour le calcul des nombres caractéristiques .
On suppose que k est le corps des nombres complexes . Soit T un sous-tore compact
maximal du tore T. Soient V un T-module, et X une sous-variété fermée T -stable
de P(V). Choisissons un produit scalaire hermitien, invariant par T, sur V. On hérite
d'une application moment J: X - t* (où t est l'algèbre de Lie de T) définie par la
forme kàhlerienne w sur X, associée au produit scalaire (voir [DH] ). Le degré de
X dans P (V) est alors

r wn =

	

1*(wn)
X

	

J(X)

où n est la dimension (complexe) de X . Or J(X) est un poyèdre convexe; plus
précisément, c'est l'enveloppe convexe des images par J des points fixes de 7 (i.e .



de T). De plus l'intégrale

(où µ est un élément de t) s'exprime uniquement en fonction des points fixes de T,
si µ est "assez général" ([DH] Theorem 4.1). En faisant tendre µ vers 0, on retrouve
la formule de Bott .

Plus généralement, soit G un groupe réductif d'automorphismes de V, contenant
T comme sous-tore maximal . On a encore une application moment J : X -p g*, où
g est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe compact maximal de G . Soit t + une chambre
de Weyl dans t* . L'intersection J(X) n t est un polyèdre convexe F. Lorsque X
est sphérique, on peut identifier r et ic(d) + ~(X, d) où d est la section de X par un
hyperplan stable par B . De plus, on peut montrer que pour tout µ E t :

Ix

(n!) -1 deg(X)

r aeR +

GROUPE DE PICARD

	

423

X
e~(x)(u)~nx

n
e"-- _		E(w)

	

e(w~`'' d2
n!

	

fl (µ, a) wew

	

r
aeR+

si J(X) n t contient des points réguliers (dans le cas général, on a une expression
un peu plus compliquée) . En faisant tendre µ vers 0, on obtient

1

	

E(w)(wµ,
2)N d2

~		 ~
11 (µ, a) wew

	

N .
aeR+

= Ç n (~, a) (p, a) -i d~

Ces résultats, et leurs liens avec la K-théorie équivariante, sortent du cadre de cet
article, et seront développés ultérieurement .
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